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Varmaorka i hreintona sveifli

e Gerum rad fyrir sveifli sem er { jafnvaegi vid varmabad vid hitastigio 7T’

e Vi0 getum adeins sagt med vissu likurnar p,, 4 pvi a0 sveifillinn sé 1
astandi n

e Dessar likur radast af Boltzmann dreifingunni
pn = Aexp (=B, /kT) o< exp (—E, /ksT)

e Sveifillinn verdur ad vera i einu af mogulegum astondum eda
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Varmaorka 1 hreintona sveifli

e Nier £, = (n+ 2 )hw svo ad

— TP\ TksT) T U\ 2T ) & TP\ kT

= e _fw 1 —e e B
P\ T okeT AT kT

par sem vi0 hofum notad ad

©.@) N 1
;x‘ :1—:13




/Varmaorka 1 hreintona sveifli

e Til ad finna studulinn A notum vid ad korsumman er
Z =Y ,exp(—FE,/kgT) pannig ad

1 A= <i exp(—En/kBT)> B = Lo (_%)

CXp (_ ZZ:T>

SVO

7

exp(—nhw/kgT)

B 1_|_ hw B hw - B hw B
PN ) ke | P T 2k T P\ Tk ) ) TP
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Varmaorka i hreintona sveifli

e Dess vegna er

_ _phw (o w
Pn = €XP kT XPp kT

e Medalorkan £(w, T') er sidan gefin med

E(w,T) = iEnPn = (1 C e (‘é—wf))
xhw Y (n—l— %) [exp (—,i—wTﬂn




Varmaorka i hreintona sveifli

e Med pvi ad diffra summuna

©.@) N 1
nzzox :1—:13

EOO nx" = :1:
— 2
—~ (1 —x)

ma syna a0 medalorkan er

E(w, T)=hw| =+

N /
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Varmaorka i hreintona sveifli

e Pa ma rita
1

" e () 1

sem vantigildi skammtatolunnar n fyrir sveifil 1 varmajafnvagi vio
hitastig 7" — stundum nefnt dreififall Planck

e Tolfraedi slikra ovixlverkandi agna pegar ekki eru efri mork 4 fjolda

agna er nefnd tolfredi Bose — petta eru pvi Bose agnir

e Vi0 hofum adur ratt ad pad er haegt ad lysa bylgjueiginleikum
frumeinda sem Ovixlverkandi agna (hlj6deinda), par sem astand er
akvardad med bylgjuvigri q og grein j

N




Varmaorka 1 hreintona sveifli

N

<n>

Dreififall Planck

x = kgT/how

e Brotna linan synir sigilda nidurstodu

Fra Kittel (2005)
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Varmaorka i hreintona sveifli

e Vid hofum pvi
pn X exp (—FE, /kgT)

sem er Boltzmann dreifing og

sem er Bose dreifing
e Boltzmann dreifing gefur likur 4 a0 tiltekin 6gn sitji 1 tilteknu astandi

e Bose tolfredi segir til um medaltal dvixlverkandi agna sem sitja i

tilteknu astandi og getur verid setid med fjolda agna

N /
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/Varmarffmd

e Med varmarymd er yfirleitt visad til varmarymdar vid fast rammal

oU

par sem U er innri orka og 7" er hitastig

v

\

e Heildarorka hljédeinda vid hitastig 7' 1 kristalli m4 rita sem summu yfir

alla hlj60eindaheatti

U= Z Z Ugp = Z Z<nq,p>hwq,p
qg P q D

par sem g er bylgjuvigur og p er skautun

10
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Varmarymd

e Orka safns sveifla vid tiOnir w, ,, 1 varmajafnvegi er

og oft er hentugt a0 rita summuna yfir ¢ sem tegur

skautun A 4 tiOnibilinu w til w + dw pa er orkan

e Gerum rad fyrir ad kristallurinn hafi D (w)dw hetti med tiltekna

B N y hw
U_%:/d Di( )exp(h—w)—1

ksT

N

11



-

Varmarymd

e Setjum x = hw/kgT og finnum varmarymd grindar

dU r?expx
— = =k dwD) (
dT =Ov BZ/ wDx(w expx—l)

o Akvarda parf D(w) eda fjolda sveifluhdtta 4 tidni, hattapéttleika eda
astandspéttleika

e Detta er einfaldast ad gera med pvi ad akvarda tvistrunarsambandid w
sem fall af ¢ 1 tilteknar kristallastefnur

e Gerum rad fyrir einvidri kedju af lengd L sem inniheldur N + 1 6gn
sem eru adskildar med a

N
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Likan Debye fyrir astandspéttleika

[ 3
-

L >
o
Fixcd i Ug a ~ Fixed
xeds . | - r‘- *l I/
s=0 1 2 e

s =10

Fra Kittel (2005)

e Ef agnir vid s = 0 og s = N eru fastar pa er hver sveifluhattur af
skautun p standbylgja

Us = Uy €XP (—jwy pt) sin qas

par sem wq , er tengt q um videigandi tvistrunarsamband

N

13



/Likan Debye fyrir astandspéttleika \

@ —9- ¢

o & 2= 10m

10z 102 q 10a

—_—
Fré Kittel (2005)

e Bylgjuvigurinn g er takmarkadur vegna pess a0 jadrarnir eru fastir

0g

sem nullast vid s = 0 og s = N eins og krafist er

e bad eru pvi NV — 1 leyf0 gildi 4 g, sem svarar til fjolda agna sem leyfist

\ ad ferast ur stad /

14
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Likan Debye fyrir astandspéttleika

e Dbad er einn hattur fyrir sérhvert bil Aq = 7 /L, svo ad fjoldi hatta er
L/mefg<m/aenOefq>m/a

e Pad eru prjar skautunarstefnur p fyrir sérhvert gildi 4 g, tver pversum

og ein langsum

N /
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Likan Debye fyrir astandspéttleika

_No _6r _4n 2z 0 21 4w 6z Nrm
L L L L L L L L

K— Fré Kittel (2005)

e Pad ma lita 4 petta 4 annan hatt

e Vid getum gert rad fyrir efni sem hefur engin ytri mork, en krefjumst
pess ad lausnin sé lotubundin yfir vegalengdina L pannig ad
u(sa) = u(sa + L)

N
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Likan Debye fyrir astandspéttleika

e Detta er adferd lotubundina jadarskilyrda med lausn

us = u(0) exp [jsqa — wq(t)]

og leyfd gildi 4 g eru

e Dessi adferd gefur sama fjolda hatta og 40ur, en hefur b&di jakvaed og

neikvad gildi 4 q

e Fyrir lotubundin jadarskilyrdi er fjoldi hatta milli ¢ gilda L /27 4 bilinu

—7/a < q < 7/a en annar 0

N /
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Likan Debye fyrir astandspéttleika

e Fjoldi hatta D(w)dw 1 dw vid w er gefinn { einni vidd med

L dq L dw
D(w)dw = ——dw = —
(w)duw Tdw 7 dw/dq

e Vid getum dkvardad hneppishradann (e. group velocity)

_
.

Ug

ttfra tvistrunarsambandinu w(q)

N
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/Likan Debye fyrir astandspéttleika

w(q) er larétt, hneppishradinn er null

e [ premur viddum skodum vid N3 einingagrindur

QxsQy, 4z — 0
0g
j:2—7r; j:4—7r; : ..,j:&;
L L L

par med er eitt leyft gildi 4 q 4 rdmmalinu (27/L)3 { q riminu eda

L\® v
o2r ) 83

\ fyrir sérhverja skautunarstefnu og hverja grein

e bad kemur fram sérstodupunktur i D(w) hvar sem tvisrunarsambandid

\
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Likan Debye fyrir astandspéttleika

e Rimmailid er V = L3

e Heildar fj6ldi hatta med bylgjuvigur sem er minni en q er pa (L /2m)>
sinnum rammal kulu af radia q pannig a0

v () ()

fyirir hverja skautun

N /

20



/Likan Debye fyrir astandspéttleika

e Astandspéttleiki fyrir hverja skautun er p4

dN Vq? dq
D = — — _
(@) dw ( 272 dw>

e I nalgun Debye er hljédhradinn tekinn sem fasti fyrir hverja
skautunarstefnu

e Tvistrunarsambandid er pa
W = Csq
par sem cg er hljodhradinn

e Astandspéttleikinn er pa

\ Dlw) = 2123
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Likan Debye fyrir astandspéttleika

e Ef fyrir hendi eru /V grindareiningar 1 syninu er heildarfjoldi
hlj6deindahatta NV

e Afskurdar (e. cut off) tiOni Debye wp er akvoroud sem

6mcc N
V

sem svarar til afskurdar bylgjuvigurs 1 g-ruminu

o wpD o 67T2N 1/3
b = cs V

Wi =

og ekki eru leyfOir sveifluhettir med bylgjuvigur sterri en gp

N /
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Likan Debye fyrir astandspéttleika

e Varmaorkan er pa

0= [awpmnne = [ o (3 &

27?%2) exp (1) — 1

ksT

fyrir sérhverja skautunarstefnu

e Til einfoldunar gerum vid rad fyrir ad hljodeindahradinn sé 6hadur
skautuninni og margfoldum med 3 og faum

N ’ SVRkET [P 3
U = 3V23/ di— =B / dw—r
2m=ce Jo eXp(k};_wT>_1 2m=cih 0 expr — 1

N /
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ikan Debye fyrir astandspéttleika

th )

=T T

sem skilgreinir hitastig Debye sem fall af wp eda

o — hes (62N 1/3
kg vV

pannig a0 heildar hljodeindaorkan er

e Hér hafa verid framkvamd hafa verid breytuskiptin © = hw/kgT og

T\* [P z°
=9NkgT | —< d
v b (@) /0 CL)exp:zc—l

\ par sem N er fjoldi frumeinda { syninu og zp = O /T

\
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Likan Debye fyrir astandspéttleika

e Varmarymdin er si0dan dkvordud med

dU 3VhR?  [er W exp (—kBT>
Cv — — dw
dT QWQCg)kBT 0
(exp <—kBT) 1

e bPegar T' > O pa nalgast varmarymdin 3N kg

e Petta er stundum ritad

T 3 D 4
CV — 9N]€B <—> / dx e e 5
© 0 (expzr — 1)

N
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/Likan Debye fyrir astandspéttleika

C%Brék

| 1 L |

0 05 1.0 15 2.0
Yo

Fra Ibach and Liith (2009)

\0 Varmarymd a4 raimmalseiningu samkvamt likani Debye.

26



/Likan Debye fyrir astandspéttleika

Germanium

Silicon

CP in cal/mol-K
o
\\

0 100 200 300
Temperature, K

\0 Varmarymd kisils og german

Fra Kittel (2005)

/
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/Tg nalgun Debye

e Vid mjog lag hitastig ma gera pa ndlgun ad efri morkin stefni 4 co

e Pa notum vid
oC x3 oC > .1 wt

e Par med hofum vid

37T4N]€BT4
U ~
503
ogefT < O
dU 1274 \" \"
~ — = Nkg | =) ~234Nkp | —
Cve=r T TS B(@) ’ B(@)

K sem er T nalgun Debye

/
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T nalgun Debye

e Detta er mjog god ndlgun vi0 lag hitastig, pad er pegar adeins eru
orvadar langar bylgjulengdir hlj6deinda

th = flﬁKD = kEO
#wKy = kyT

Fra Kittel (2005)

e Gerum rad fyrir ad allar hlj6deindir med bylgjuvigur nedan vid q7 hafi

/

sigilda varmaorku £gT" og ad heattir sem liggja milli q1 og

afskurdartioni Debye qp sé€u ekki orvadir

29
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TS

\

nalgun Debye

I q-rdminu er hlutfall 6rvadra hatta ~ (wr /wp)> eda ~ (g1 /qp)?> par
sem g er varmabylgjutala skilgreind pannig ad

hCSQT — kBT

og gp er afskurdar bylgjuvigur Debye

Hlutfallid af rdmmali ¢-rimsins sem setid er er gefid med (7/©)°

P4 eru um 3N (T'/©)? 6rvadir hettir, sem hver um sig hefur orku kgT’
Orkan er ~ 3NkgT(T/©)? og varmarymdin ~ 12Nkg(T/©)?>

borf er 4 ad fara nidur fyrir T = © /50 til ad fa hreina T hegdan

/
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/Tg nalgun Debye N

22.23

17.78
—g 13.33
T
£
£ 889 f
ég

4.44

00 1.33 2.66 3.99 5.32 6.65 7.98
T3, in K° Fré Kittel (2005)
e Varmarymd storkins argon vid lag hitastig sem fall af 7"

\0 Meld varmarymd fellur vel ad 7-16gmali Debye med © = 92.0 K /

31



/Likan Einstein fyrir astandspéttleika

e Gerum rad fyrir N sveiflum vid somu tidni wg og 1 einni vidd

e Astandspéttleiki Einstein er
D(w) = Nd(w — wp)
par sem delta fallid er midjad um wy

e Varmaorka kerfisins er

U= N(nhw=

og varmarymdin

32
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Likan Einstein fyrir astandspéttleika

e I Einstein likaninu er petta framlag N eins sveifla til varmarymdar
péttefnis

e I premur viddum parf ad skipta 4 N med 3N

e Vid ha hitastig stefnir C'y, 4 3N kg, sem er pekkt sem Dulong og Petit
gildid

e Vid lagri hitastig fellur varmarymdin med exp(—hw/kgT), tilraunir
syna ad hegdunin er T eins og Debye likanid gefur

N /

33




Likan Einstein fyrir astandspéttleika

|

CP’ in cal/mol-K
)
\
\0

4
/
s

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
T/0

Fré Kittel (2005)

e Samanburdur & maldum gildum fyrir demant og Einstein likaninu
pbegar O = 1320 K

N
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/Likan Einstein fyrir astandspéttleika \

Copper . /./ -

8, =320 /
« N
Q
()’ Io ! I~ Deby’\./
H /!
T r /' /
o /
& /
3 |
g |
1 /
« ’-——Elnstein

[ 95 =220 K
10 102 103

T
emperature  (K) Fr4 Pohl (1987)

e Varmarymd Cu sem fall af hitastigi.

\0 Samanburdur & likani Einstein og Debye.

35



e I premur viddum er skipt 4 N og 3N

hlj6deindalitrofum

L

bt~ (-

og hins vegar w + dw
—> Da&emi 5.1.
\ —> Daemi 5.2.

/Almennt um astandspéttleika

e FEinstein likanid er stundum notad sem nalgun fyrir lj0sgreinina i

e Fjoldi leyfdra gilda 4 q fyrir hlj6deindatidni 4 milli w og w + dw er

3
) [
skel

par sem tegrid er tekid yfir rammal skeljar i q-riminu sem myndad er

af tveimur yfirbordum par sem hljodeindatiOnin er fost annars vegar w

/
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/Almennt um astandspéttleika

/ g — / 05, dq.
skel

Vw|-dq, = dw

pannig ad
d d
dS.,dq, = dS,, Yo gs,
|V qw| Vg
par sem
vg = [Vqw|

\ er sterd hneppishrada hljodeindarinnar

e Ef dS,, er butur ur yfirbordi 4 q-riminu p4 er rammalid

par sem dq er hronrétt fjarlegd milli yfirborda w og w + dw

e Sterdin V,w sem er einnig normall 4 yfirbordid w = fasti og

37
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Almennt um astandspéttleika

wlgl=const

2T
T A

Fra Ibach and Liith (2009)

e Leyfd gildi 4 vigrinum q 1 nykurridminu fyrir ferningslaga grind

N

38



/Almennt um astandspéttleika

e Paer

7\?
D(w)dw = | — 45 dw
27 1V w)

og ef deilt er { gegn med dw og ritad V' = L fyrir rimmal kristalls

V ds’,
Dlw) = (2m)? / Ug

og tegrid er tekid yfir yfirbordid par sem w er fasti i g-riminu

— Daemi 5.3.
— Dami 5.4.
\:> Dami 5.5.
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Almennt um astandspéttleika

Silicon

Density of states Z(v)

Debye
approximation -7

4 8 12 16
Frequency v (10'2s™)

o Astandspéttleiki hljédeinda { kisli.

N

Fr4 Ibach and Liith (2009)

e Brotna linan synir dstandspéttleika sem fengist med nalgun Debye

/
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Almennt um astandspéttleika

g(w) (10™"rad™ s)

w (10" rad s™)

e Astandspéttleiki hljédeinda { 4li

N

Fra Stedman et al. (1967)

41




4 N

Mistona vixlverkanir i1 kristollum

e Hingad til hefur adeins verid ratt um eintona sveifla og 1itid hefur verio
framhja hearri 1idum
e Eintona nalgunin hefur i for med sér ad
— Tver bylgjur 1 grindinni vixlverka ekki
— Engin varmapennsla
— Overmnir og jafnhita fjadurstudlar eru jafnir
— Fjadurstudlar eru 6hadir prystingi og hitastigi
— Varmarymd er fasti vid hd hitastig 7' > ©

42
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Mistona vixlverkanir i1 kristollum

e I raunverulegum kristéllum er engu pessara skilyrda fullnaegt

e Dami um mistona hrif eru pegar vixlverkun tveggja hljodeinda myndar
pridju hljodeindina af tidni w3 = w; + wo

e DPriggja hljodeinda ferli stafar af pridjugradu lidum i mattisorku
kristallagrindarinnar

N /
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v

armapennsla

e Oll efni breyta rimmali eda viddum sinum med hitastigi

\

e Dessar breytingar eru tiltolulega litlar i péttefni en eru samt mikilvagar,

sér 1 lagi pegar skeyta 4 saman efnum med Olika eiginleika

e Linulegur pennslustudull er skilgreindur sem

1de
YT rar
fyrir einsleitt efni og teningskristalla er v 1/3 af rammals
pennslustudlinum
ay = 3o = 1dv
V dT

e Dzxmigert gildi fyrir péttefni er 107> K1

44



/Varmapennsla

e DPennslustudulinn ma adeins mela ef péttefniod er 1 dlagsfriu astandi

B T
ov ). I~

par sem F' er frjalsa orkan

e Varmafredin segir

e Frjalsa orku kerfis ma rita sem fall af korsummunni Z
F=—-kgT'InZz
par sem

7 = Z exp (—E; /kgT)

par sem visirinn ¢ hleypur yfir 611 mismunandi 4stond

K (skammtafraedileg)

\
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/Varmapennsla \

e Fyrir hreintona sveifil
1 exp (—hw/kgT)
Z = —h — | JkgT | =
;eXp( “’(“ 2)/ B ) 1 — exp (—hw/kpT)

e DPannig ad fyrir titring

1
Fs = §hw + kgT'In |1 — exp (—hw/kpT)]
e Heildar frjalsa orkan inniheldur einnig @ fyrir stdduorku 1 jatnvaegi svo
1
F =30+ §hw + kT In |1 — exp (—hw/ksT)]

e Fyrir einténa sveifil er tiOnin w 6h4d faerslunni v fra jafnvaegisstodu og
\ jafnvegisskilyrdid leidir til engrar pennslu /

46



/Varmapennsla \

e Skodum nu mistOna sveifil par sem tiOnin breytist med fersluvigrinum

e I misténa tilfellinu er timamedaltal stodu sveifilsins ekki lengur ag og

er hér taknad med a

e Gerum rad fyrir

1
E, = (n + §hw>

pekkt sem quasi-harmonic nalgunin

e Ritum pa meattid

® = @y (a0) + 5 f(a — ao)?

K par sem a er stadsetning minnstu orku f er kraftstudull /
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Varmapennsla

e Einnig

OF

Fs = Fi(ag) + da |, (a — ag)

e Jafnvaegisskilyrdid verdur pa

1 Ow

F(a — — T) =
(CL CL()) + " 8@5(0}, ) 0

sem gefur sambandid milli feerslu og hitatigs

e Fearslan er i réttu hlutfalli vid varmaorkuna &£(w, T') sveifilsins

N
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Varmapennsla

e Paer
lda  10hwdl(wT)

apdT ~ a2dlna 0T

a(T) =

e Til ad gera pessa jofnu almenna fyrir péttefni setjum vid i stad

Y 1 da - _1ov(T)
_aodT ' V_V oT

og tokum summu yfir alla vigra q og greinar j

N

49



-

Varmapennsla

o Istad a2 f ritum vid Vk par sem

dp
— V==
"oV
er rymisfjodrunarstudull
1 9V(T) 1 Olnw(q,j) 9E(w(g, ), T)
- = —_—
vV ooT " Ve4 omv aT
e Vi0 lag hitastig er
ay < T°

og vi0 ha hitastig er oy, = fasti

N
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Varmapennsla

N
-

Thermal expansion
coefficient a (107°K™)

o

1 ! !

400 600 800
T(K)

1 |

0 200

Fra Ibach and Liith (2009)

e Linulegur pennslustudull sem fall af hitastigi fyrir kisil.

N
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4 N

Varmaleioni

e Varmaleidnistudull x péttefnis er skilgreindur med tilliti til a&staeds

fleedis varma eftir langri stong med hitastigli d7°/dx

. dT
= —K—
Jv dr

par sem 7y er fled1 varmaorku, eda orka sem flyst um flatareiningu 4

timaeiningu

e Detta form bendir til pess a0 varmaorkuflutningur sé tilviljanakennt

ferli — sveimar um synid og verdur fyrir tidum arekstrum

e Ef orkan flyttist beint um synid an arekstra veri fledid ekki 1 réttu
hlutfalli vid stigulinn, adeins hitamuni milli enda synis AT" 6had lengd

N /
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4 N

Varmaleioni

o Utfra kvikfradi (e. kinetic theory) gasa er varmaleidni
1
k= -Cuvl
5OV

par sem C er varmarymd, v er medalhradi agna og A er medalspolur
(e. mean free path) milli arekstra

e Dessi jafna var fyrst notud af Debye til ad 1ysa varmaleidni 1 rafsvorum
par sem C' er varmarymd hlj6deinda, v er hradi hljédeinda og A er
medalspolur hljodeinda

e Fleedi agna { z stefnu er 2n(|v,|) par sem n er péttleiki sameinda og
(...) tdknar medalgildi

N /

53




-

Varmaleioni

e Ef C er varmarymd agnar, p4 er ef vid feerum okkur fra hitastiginu
T + AT til svedis vid hitastig T" pa gefur 6gnin fra sér orkuna C AT

e Nuer

dT dT
AT = — r — 7 Ux
dx)\ d:z:UT

par sem 7 er medaltimi & milli drekstra

N
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/Varmaleiﬁni

e Heildar orkufl®did er pa

og ef v er fasti (fyrir hljodeindir)

1 dT
S
v BCU dx

par sem A = v7 og C' = nc par med er

1
K = §CU)\

\:> Dami 5.6.
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Varmaleioni

50 T

n

(o]
(o]
~
A
[e}
° o1
&

w/cm deg
o
~o
+
+
+
+
"
+
d
X
Py &

<50 I\\
+ M

= i\

4 \

Z 20 ¢

3
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/Frekari upplysingar

umfjollun er 1 kafla 5 hja Ibach and Liith (2009). Frumheimildirnar
fyrir pessum utleidslum eru Einstein (1906) og Debye (1912).
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