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Greining rása:

Möskva- oghnútpunktajöfnur

Ka�i 3Jón Tómas Guðmundssontumi�hi.is2. vika 2006
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HnútpunktajöfnurMeð því að beita straumlögmál Kirhho�s og lögmáli Ohms másetja fram almenna ker�sbundna aðferð til að �nna strauma ogspennur í viðnámsrásum.
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• Veljum einn hnútpunkt sem viðmiðunarpunkt. Spenna ísérhverjum öðrum hnútpunkti er þá skilgreind miðað viðþennan viðmiðunarpunkt.
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Hnútpunktajöfnur

• Spennan í viðmiðunarpunktinum er þá samkvæmt skilgreiningunúll (sbr. jarðtenging)

• Veljum t.d. hnútpunkt d sem jörð og skilgreinum strauma ogspennur.
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Hnútpunktajöfnur
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• Sjáum strax að va = 6 V og vc = 22 V.

• Skrifum síðan KCL - jöfnu fyrir hnútpunktinn með óþekktuspennunni vb

i1 + i2 + i3 = 0eða
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Hnútpunktajöfnur
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• Með KVL fæst síðan
v1 = va − vb = 6V− vb

v2 = vc − vb = 22V− vb

v3 = −vbsem gefur

6 − vb

6
+

22 − vb

2
+

(−vb)

3
= 0sem er leyst fyrir vb og vb = 12 V og síðan er

i1 =
6 − vb

6
= −1A, i2 =

22 − vb

2
= 5A i3 =

−vb

3
= −4A5
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HnútpunktajöfnurKer�sbundin aðferð til að setja upp KCL - jöfnur fyrir alla þáhnútpunkta sem hafa óþekkta spennu:1. Velja viðmiðunarpunkt og jarðtengja hann. Að öðru jöfnu er sáhnútpunktur valinn sem �estar spennulindir tengjast.2. Skrifa eina jöfnu fyrir hverja spennulind:

• Ef lindin er jarðtengd er hnútpunktspennan lindarspennan

• Einföld jafna sem gefur samband milli hnútpunktspennubeggja póla lindar3. Skrifa KCL- jöfnu fyrir alla hnútpunkta sem eftir eru; notalögmál Ohms til að breyta þeim y�r í hnútpunktaspennur4. Leysa jöfnuhneppið sem fæst úr liðum 2. og 3.

=⇒ Dæmi 3.1. 6
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Hnútpunktajöfnur

• Sjáum að sérhver spennulind í rás fækkar óþekktumhnútpunktaspennum um eina, sem þýðir að jöfnum sem leysaþarf fækkar líka um eina.

• Spennulind sem tengist við viðmiðunarpunkt gefur einfaldajöfnu sem gefur spennu í einum hnútpunkti.

• Sé spennulind ekki jarðtengd er ekki hægt að lýsa beintstraumnum í henni. Hér verður að skoða báða hnútpunktanasem lindin tengist.

• Hnútpunktajöfnur má almennt skrifa á stöðluðu formi þar semsamhverfu gætir.

=⇒ Dæmi 3.2.

=⇒ Dæmi 3.3. 7
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HnútpunktajöfnurAlmennt má rita fyrir rás

Gv(t) = i(t)þar sem fylkið G hefur stökin gij og

• gii er summa leiðnigilda allra viðnáma (í mho) sem tengjasthnútpunkti i

• gij er neikvæð summa allra leiðnigilda viðnáma (í mho) semtengjast bæði hnútpunkti i og hnútpunkti j

• Stök vigursins v(t) eru óþekktu hnútpunkta- spennurnar vi
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Hnútpunktajöfnur
• Vigurinn i(t) inniheldur straumlindir rásarinnar þar sem ii ersumma allra straumlinda sem tengjast hnútpunkti i� straumlind sem stefnir inn í punkt i reiknast jákvæð;� straumlind sem stefnir út úr punkti i reiknast neikvæð.

• Spennulindir með annan pól jarðtengdan koma í staðviðkomandi hnútpunktsspennu. Flóknara er ef hvorugur póllspennulindar er jarðtengdur.
=⇒ Dæmi 3.4.
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HnútpunktajöfnurSkoðum eftirfarandi rás

a b

G2
Gz Iz

IyG3G1Ix

Skrifum upp hnútpunktajöfnur á staðalformi:Punktur a:

(G1 + G2)va − G2vb = Ix

Punktur b:

−G2va + (G2 + G3 + Gz)vb = −Iy + Iz
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Hnútpunktajöfnursem má rita

[

G1 + G2 −G2

−G2 G2 + G3 + Gz

][

va

vb

]

=

[

Ix

−Iy + Iz

]

Þetta er sama fylkjajafna og í dæmi 3.4., ef Gz = G4 og Iz = G4vz.
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Umbreyting linda

i  (t)o Gov  (t)o
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• Spennulind vo með raðtengdu viðnámi Ro má alltaf umbreyta ístraumlind io með hliðtengdri leiðni Go þar sem

Go =
1

Roog
io =

vo

Ro

= voGo

12



'

&

$

%

Umbreyting linda
i  (t)o Gov  (t)o
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• Þetta gildir í báðar áttir, þ.e. straumlind io með hliðtengdrileiðni Go má umbreyta í spennulind vo með raðtengdu viðnámi

Ro, þar sem

Ro =
1

Goog

vo =
io

Go

= ioRo
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Umbreyting linda

i  (t)o Gov  (t)o
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• Athuga ber að þetta eru aðeins jafngildar rásir miðað viðpólana a og b.

• Séu rásirnar ótengdar eyðist ekkert a� í rásinni til vinstri ámyndinni en í rásinni til hægri eyðist a�ið

po =
i2o
Go

= i2
o
Ro

• Sé skammhleypt milli a og b eyðist ekkert a� í rásinni til hægrien í rásinni til vinstri eyðist a�ið

po = i2
o
Ro14
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Raðtenging og hliðtenging lindaRaðtenging spennulinda
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Hliðtenging spennulinda gengur ekki nema allar séu eins
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Raðtenging og hliðtenging lindaHliðtenging straumlinda
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Raðtenging straumlinda gengur ekki nema allar séu eins16
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Raðtenging og hliðtenging lindaSpennulindOft getur verið sniðugt að skipta einni lind út fyrir margar lindir

Ras
+
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-
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Spennumunur milli punkta a og b er núll (enginn straumur) svo aðfjarlægja má tenginguna. Hið sama gildir fyrir b -  og  - a.
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Raðtenging og hliðtenging lindaStraumlind

Rasi Ras

i

i

i

a

b

c

d

Óskilgreind spenna í punktum  og d, tengja má hvaða aðrahnútpunkta sem er við þá.Enginn straumur er frá a til  og b til d, það hefur því ekki áhrif áverkun rásarinnar hvort hnútpunktarnir séu tengdir eður ei
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Raðtenging og hliðtenging linda

+
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• Spennulind með innra viðnám núll. Föst spenna enstraumurinn í gegnum straumlind er óskilgreindur

=⇒ jafngildir spennulind
19
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Raðtenging og hliðtenging linda

i
+
-v

i

• Straumlind heldur ákveðnum straum óháð spennunni sem eróskilgreind
=⇒ jafngildir straumlind

=⇒ Dæmi 3.5.
=⇒ Dæmi 3.6.
=⇒ Dæmi 3.7. 20
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Lykkju- og möskvajöfnurÁ sama hátt og hnútpunktajöfnur byggja á KCL þá eru tiljöfnuker� sem byggja á KVL, svo kallaðar lykkjujöfnur eðamöskvajöfnurKVL segir að summa spennurisa (-falla) eftir lokaðri leið sé núll.Ef þessi leið er lokuð lykkja raunverulegra tenginga, þá tölum viðum lykkjujöfnur.Rás, sem teikna má á blaði án þess að nokkrar línur skerist, kallast�öt rás.Minnstu lykkjur í �atri rás kallast möskvar. Möskvi er lykkja, enlykkja þarf ekki að vera möskvi. KVL umhver�s möskva gefurmöskvajöfnu
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Lykkju- og möskvajöfnurHugsum okkur einn straum sem �ýtur í hverjum möskva, svo kallaðmöskvastrauma
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Hér er i1 = ia + ib, i2 = −ib − ic, i3 = ia − ic og i4 = −ibþ.e. möskvastraumar eru straumþættir sem mynda straumana íhverri rásaeiningu fyrir sig

=⇒ Dæmi 3.8. 22
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Lykkju- og möskvajöfnur

• Þegar greina á rás með möskvajöfnum er byrjað á að skilgreinamöskvastraum í hverjum möskva fyrir sig, réttsælis eðarangsælis.

• Síðan er skrifuð KVL jafna fyrir hvern möskva með spennu y�rviðnám sem fall af möskvastraumnum í gegnum viðnámið.

• Innan hverrar jöfnu verður að gæta samræmis. Ef allirmöskvastraumar eru skilgreindir réttsælis eða rangsælis fæstviss samhverfa í jöfnunum.

• Einnig má beita hér aðferðinni með umbreytingu linda, þ.e.breyta straumlind með hliðtengdu viðnámi í spennulind meðraðtengdu viðnámi.

• Rás sem ekki er �öt er er�tt að greina með möskvaaðferðinniþví möskvar eru ekki skilgreindir nema í �ötum rásum.23
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Lykkju- og möskvajöfnurVið fáum fylkjajöfnu á forminu

Ri(t) = v(t)þar sem fylkið R hefur stökin:

• rii er summa viðnáma í i-ta möskva

• rij er negatíf summa viðnám sem eru bæði í möskva i og jVigurinn i(t) eru óþekktu möskvastraumarnir ii og vigurinn v(t)eru spennulindir í möskva i.Hver spennulind hefur jákvætt formerki ef hún vinnur meðviðkomandi möskvastraum en neikvætt ef hún vinnur gegn honum.

=⇒ Dæmi 3.9.
=⇒ Dæmi 3.10. 24
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Lykkju- og möskvajöfnur

• Graf rásar er einföld rásamynd þar sem allar einingar eru sýndar sem línur

• Hnútpunktur er punktur þar sem tvær eða �eiri rásaeiningar tengjastsaman
• Grein er leið milli tveggja hnútpunkta sem inniheldur enga rásaeiningu

• Lykkja er mengi greina sem myndar lokaða leið sem fer ekki meira en einusinni í gegnum hvern hnútpunkt
• Flöt rás er rás sem teikna má á �ötu y�rborði þannig að engar greinarskerast

• Tré er mengi greina sem tengir alla hnútpunkta rásar og inniheldur engarlykkjur

• Hlekkur er grein sem ekki er í tilteknu tré
• Möskvi er lykkja sem engar greinar liggja innan í

25

'

&

$

%

Lykkju- og möskvajöfnur

+ +
- -

Ras

Tre

Tre

Graf

26

'

&

$

%

Lykkju- og möskvajöfnurEf graf rásar hefur N hnútpunkta, þá hefur sérhvert tré N −1 grein.Ef heildarfjöldi greina er B þá verður fjöldi hlekkja L þ.a.

L = heildarfjöldi greina− fjöldi greina í tré

L = B − (N − 1) = B − N + 1Til að setja upp óháðar jöfnur fyrir sérhverja rás veljum við fyrsttré og skilgreinum síðan einn (og aðeins einn) lykkjustraum íhverjum hlekk. Þar með fáum við B − N + 1 óháðar jöfnur.
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Lykkju- og möskvajöfnurEf straumlind er í rásinni veljum við tréð þannig að straumlindin séhlekkur, þá vitum við strax einn lykkjustraum.Fyrir sérhverja rás sem greina á verður að skoða vandlega hvorthnútpunktajöfnur eða möskvajöfnur (lykkjujöfnur) henta beturEf rásin hefur N hnútpunkta þá er einn valinn semviðmiðunarpunktur og við fáum því N − 1 hnútpunktajöfnur, en

B − N + 1 möskvajöfnur (lykkjujöfnur).

=⇒ Dæmi 3.11.
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Frekara lesefniÞessu ka�i fjallar um þær ker�sbundnu aðferðir sem notaðar eru til að greina rásir. Þetta erviðfangsefni ka�a 4 hjá Nilsson and Riedel (2004), ka�a 3 hjá DeCarlo and Lin (2001) og ka�a 3hjá Huelsman (1984). Um rað- og hliðtengingar linda má lesa í ka�a 2.5. í Huelsman (1984). Umgröf, tré og lykkjur má lesa í ka�a 2.4 hjá Close (1966).
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