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Greining rása:

Fyrstu gráðu ker�

Ka�i 10Jón Tómas Guðmundssontumi�hi.is
10. vika 2008
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Inngangur

• Ef rás með rýmd og/eða spani er örvuð með lind sem breytirgildi sínu skyndilega, þá tekur tíma fyrir spennur og strauma írásinni að komast í stöðugt ástand aftur (ná æstæðu gildi).

• Til að lýsa hegðun rásarinnar á þessum tíma (svipullihegðun) þurfum við að leysa di�urjöfnur sem tengjarásabreytur við lindina.

• Látum y�rleitt nægja að skoða rásina fyrir t > 0.

• Í þessum ka�a verður eingöngu fjallað um fyrstu gráðu rásir,það er rásir sem innihalda eina spólu eða einn þétti.

=⇒ Dæmi 10.1.

=⇒ Dæmi 10.2.
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Náttúruleg svörun fyrstu gráðu kerfa:

• Skoðum ker� sem inniheldur engar lindir virkar eftir tímann

t = 0. Viljum �nna strauma og/eða spennur fyrir t > 0.

• Skoðum jöfnuna sem gildir um ker�ð fyrir t > 0.

• Hún er á forminu dxdt
+ αx = 0fyrir fyrstu gráðu ker�
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Náttúruleg svörun fyrstu gráðu kerfa:
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t = 0

• Beitum KVL á rásina fyrir t > 0 og fáum

L

didt
+ Ri = 0eða didt

+
R

L
i = 0, t > 0

• Hér ekkert innmerki til staðar.
• Di�urjafnan sem fæst fyrir slíka rás er óhliðruð.

• Skoðum nú hvernig leysa má slíka jöfnu.4
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Náttúruleg svörun fyrstu gráðu kerfa:

• Setjum fastann R/L = k, þá er jafnan,didt
+ ki = 0, t > 0

• Við sjáum að fallið i(t) og di�urkvóti þess verða að hafa samabylgjuformið, annars gæti summa þeirra ekki orðið núll.

• Við vitum að di�urkvóti veldisfalls er einnig veldisfall, prófumþví hvort veldisfallið er lausn.
• Giskum á lausn

i(t) = Aestþar sem A og s eru fastar.
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Náttúruleg svörun fyrstu gráðu kerfa:

• Þá er didt
= sAestsem við setjum inn í di�urjöfnuna

sAest + kAest = 0eða

s + k = 0eða

s = −ksvo að lausnin er

i(t) = Ae−kt

• Við vitum að straumurinn er veldisfall og stuðullinn kákvarðast af stærð rásaeininganna6
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Náttúruleg svörun fyrstu gráðu kerfa:
• Jafnan

s + k = 0kallast kennijafna eða eiginjafna ker�sins

• Lausn hennar, s = −k kallast eigingildi (kennigildi) ker�sins

• Lausn óhliðruðu di�urjöfnunnar kallast náttúruleg svörunker�sins, því hún er eingöngu háð einingum og uppbygginguker�sins sjálfs, ekki neinum lindum sem drífa ker�ð

• Við tímann t = 1/k er

i(t) = i(1/k) = Ae−k( 1
k ) = Ae−1 = 0.3679 Aog við tímann t = 1/2k er

i(t) = i(1/2k) = Ae−k( 1
2k ) = Ae−2 = 0.1353 A
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Náttúruleg svörun fyrstu gráðu kerfa:

A

A
1/k 1/2k

0.3679 A

0.1353 A

i(t)

Hallatalan í t = 0+ erdidt

∣

∣

∣

∣

t=0+

= −kAe−kt
∣

∣

t=0+ = −kATímastuðullinn er τ = 1/k þ.e.
i(t) = Ae−t/τ

=⇒ Dæmi 10.3. 8
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Náttúruleg svörun fyrstu gráðu kerfa:Náttúrulega svörun rásar sem inniheldur eina spólu eða einn þéttiog engar lindir má �nna á eftirfarandi hátt:1. Finna di�urjöfnu sem gildir fyrir tímabilið sem skoða á(venjulega t > 0). Þessi di�urjafna er óhliðruð (engar lindir).2. Giska á lausn á forminu
Aest = x(t)3. Setja þetta fall x(t) og di�urkvóta þess dx/dt inn ídi�urjöfnuna, deila í gegn með Aest og þá stendur kennijafnaneftir.4. Finna eigingildið (rót kennijöfnunnar) og setja það inn ílausnina í skre� 2. 9
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Tímastuðull

• Tímastuðulinn má �nna beint út frá gildum rásaeininganna ífyrstu gráðu rásum

• Sé rásin með þétti þá er tímastuðullinn τ = RC; sé rásin meðspólu þá er tímastuðullinn τ = L/R, þar sem R er í báðumtilfellum Théveninjafngildisviðnám rásarinnar séð frá þéttinumeða spólunni

L

R τ = L/R

R

C

τ = RC

RR τ = L/(R  + R  )
2 211
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Byrjunarskilyrði

• Náttúruleg svöruna allra fyrstu gráðu kerfa er

x(t) = Aestþar sem x(t) er straumurinn eða spennan sem �nna á og s ereigingildið (rót kennijöfnunnar), sem er háð gildumrásaeininganna

• Setjum inn t = 0+ og fáum

x(0+) = Aes0 = A

• Með því að skoða og greina rásina við tímann t = 0+ má því�nna stuðulinn A.

=⇒ Dæmi 10.4. =⇒ Dæmi 10.5. =⇒ Dæmi 10.6.
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Byrjunarskilyrði

• Stundum eru byrjunarskilyrðin ge�n fyrir einhvern tíma t 6= 0,þ.e. við þekkjum t.d. v(to) en ekki v(0+)

• Svörunin verður þá á forminu

v(t) = v(to) exp (−(t − to)/τ)þ.e. venjuleg svörun sem hliðrað er eftir tímaásnum.

=⇒ Dæmi 10.7.
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Heildarsvörun
• Lítum nú á aðferð til að �nna heildarsvörun fyrir línuleg ker�(ekki bara fyrstu gráðu ker�)
• Skoðum nú rásir sem eru örvaðar með lindum fyrir t > 0

=⇒ Dæmi 10.8.

=⇒ Dæmi 10.9.
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Heildarsvörun fyrstu gráðu kerfaAðferðin til að leysa fyrstu gráðu rásir með lindum er því:1. Skrifa di�urjöfnuna fyrir t > 02. Leysa óhliðruðu di�urjöfnuna (�nna náttúrulegu svörunina):

• Gera ráð fyrir

xn(t) = Aest

• Setja xn(t) inn í óhliðruðu di�urjöfnuna og �nna s. A erenn óþekkt.3. Finna sérlausn xp sem uppfyllir hliðruðu di�urjöfnuna4. Leggja saman lausnir úr skre� 2. og 3.

x(t) = xn(t) + xp(t)5. Finna A með hjálp byrjunarskilyrða14
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Núllástanssvörun og núllinnmerkissvörunHöfum séð að heildarsvörun ker�s er summa náttúrulegulausnarinnar og sérlausnarinnar.En við getum einnig hugsað okkur að heildar lausnin sé sett samanúr tveimur öðrum þáttum:

• Núllinnmerkislausn, sem er svörun eða örvun meðupphafsgildum eingöngu (engar lindir)

• Núllástandslausn, sem er svörun við örvun með innmerkieingöngu (upphafsgildi öll núll).

=⇒ Dæmi 10.10.
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Þrepsvörun og impúlssvörunÞrepsvörun og impúlssvörun fyrstu gráðu kerfa eru skilgreindarsem núllástandslausn ker�sins þegar innmerkið er einingarþrep eðaeiningarimpúls (straumur eða spenna).Engin orka er þá geymd í rásinni við tímann t = 0.

=⇒ Dæmi 10.11.
16
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Þrepsvörun og impúlssvörunEf straumur í þétti er impúls, þ.e.
iC(t) = δ(t)þá stekkur spennan upp um 1/C volt, þ.e.

vC(t) =
1

C

∫ t

0−

iC(τ)dτ + vC(0−)eða

vC(0+) − vC(0−) =
1

C

∫ 0+

0−

δ(t)dt =
1

C
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Þrepsvörun og impúlssvörunÁ sama hátt gildir að ef spenna y�r spólu er impúls, þ.e.

vL(t) = δ(t)þá stekkur straumurinn upp um 1/L amper, þ.e.

iL(t) =
1

L

∫ t

0−

vL(τ)dτ + iL(0−)eða

iL(0+) − iL(0−) =
1

L

∫ 0+

0−

δ(t)dt =
1

LNúllástandssvörun (heildarsvörun línulegrar rásar sem hefur engaorku geymda við t = 0) við örvun með einingarimpúlsi δ(t) erkölluð impúlssvörun rásarinnar h(t).

=⇒ Dæmi 10.12. =⇒ Dæmi 10.13.18
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Þrepsvörun og impúlssvörunEf við þekkjum innmerki x(t) og tilsvarandi útmerki(núllástandssvörun) y(t) fyrir línulegt ker� og örvum síðan samaker� með innmerkinu dx/dt þá er útmerkið dy/dtImpúlssvörun má �nna með því að di�ra þrepsvörunina.

=⇒ Dæmi 10.14.
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Heildarsvörun fundin með tegrunÓhliðruðu fyrstu gráðu jöfnurnar sem við fáum eru á forminudxdt
+ αx = f(t)og þær má ætíð leysa fyrir x(t) á eftirfarandi hátt:Margföldum báðar hliðar jöfnunnar með eαt þ.a.

eαt dxdt
+ αeαtx = eαtf(t)sem skrifa má ddt

(eαtx) = eαtf(t)Tegrum báðar hliðar frá −∞ til t

xeαt =

∫ t

−∞

eατf(τ)dτ =

∫ 0−

−∞

eατf(τ)dτ +

∫ t

0−

eατf(τ)dτ

20
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Heildarsvörun fundin með tegrunFyrra tegrið er fasti, því mörkin eru fastar:

xeαt = K +

∫ t

0−

eατf(τ)dτMargföldum með e−αt

x(t) = Ke−αt +

∫ t

0−

e−α(t−τ)f(τ)dτþar sem fastinn K ákvarðast af byrjunar- skilyrðum; Ke−αt ernúllinnmerkislausn og

∫ t

0−

e−α(t−τ)f(τ)dτer núllástandslausn. 21
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Frekara lesefniUm fyrstu gráðu ker� er fjallað í ka�a 7 hjá Nilsson and Riedel (2007), í ka�a 6 hjá S
ott (1987)og í ka�a 8 hjá DeCarlo and Lin (2001).
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