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Verkleg eðlisfræði:

Seigja vökva

Tilraun 3Jón Tómas Guðmundssontumi�hi.is
12. janúar 2007
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Almennt um seigju

• Sá eðliseiginleiki sem er einkennandi fyrir rennslisviðnámeinfaldra vökva er nefndur seigja

• Gerum ráð fyrir vökva sem situr á milli tveggja stórra samsíðaplatna sem hafa y�rborðs�atarmál A og aðskilnað Y

• Gerum ráð fyrir að ker�ð sé uppha�ega í kyrrstöðu við tímann

t = 0

• Við t = 0 er neðri platan sett á hrey�ngu með fastann hraða V
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Almennt um seigju

PSfrag repla
ements

vx(y)

V

Y

• Í fyllingu tímans verður hraðadrei�ngin í vökvanum eins ogmyndin sýnir

• Þegar þessu æstæða ástandi hefur verið náð þarf fastan kraft Ftil að viðhalda hrey�ngu neðri plötunnar

F

A
= µ

V

Y
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Almennt um seigjuPSfrag repla
ements

vx(y)

V

Y

• Það er krafturinn á einingar�atarmál er í réttu hlutfalli viðhraðaminnkunina y�r fjarlægðina Y

• Þetta má rita sem

τyx = −µ

dvxdysem segir að skerkraftur á einingar�öt sé í réttu hlutfalli viðneikvæðan hraðastigul
• Þessi líking er þekkt sem seigjulögmál Newtons og vökvar semhlýta því eru sagðir Newtonskir4
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Almennt um seigju

• Oft er hentugt að nota hlutfall seigju og eðlismassa sem nefnt ereðlisseigja
ν =

µ

ρþar sem
µ [g 
m−1s−1]er skriðseigja (e. dynami
 vis
osity)

ν [
m2s−1]er eðlisseigja (e. kinemati
 vis
osity) og
ρ [g 
m−3]er eðlismassi (e. mass density)5
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Almennt um seigju

• 
gs einingin fyrir [g 
m−1s−1℄ er kölluð [poise℄.

• Seigja gasa eykst með auknu hitastigi

• Seigja vökva fellur með auknu hitastigi
6
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Almennt um seigjuDæmigerð gildi á seigju við stofuhita (gös við 1 atm):Skriðseigja Eðlisseigja

µ [
p℄ ν × 102 [
m2/s℄andrúmsloft 0.01813 15.05vatn 1.0019 1.0037motorolía 800gly
erol 107O2 0.0203CO2 0.0146
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Mæling seigju

• Seigju olíu í glasi má mæla á einfaldan hátt með því að láta kúlurfalla í gegnum olíuna og mæla fallhraðann, falltilraun Stokes.

• Hana má einnig mæla með snúningspendli, þar sem ke�i í olíunnidempar svei�una.

• Tilgangur tilraunarinnar er að kynnast seigju vökva og jöfnuNavier-Stoke með mælingum og tölulegum reikningum.

8
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Varðveisla massa
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Varðveisla massa





Uppsöfnunmassa
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Massa-�æðiinn
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Massa-�æðiút
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• Við getum ritað þetta á forminu

∂ρ

∂t
= −

(

∂(ρu)

∂x
+

∂(ρv)

∂y

)

sem er ritað á vigurformi

∂ρ

∂t
= −∇ · (ρv)þar sem ∇ · (ρv) er nefnt sundurleitni ρv.
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Varðveisla massa

• Ef di�runin er framkvæmd fæst

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+ v

∂ρ

∂y
= −ρ

(

∂u

∂x
+

∂v

∂y

)

= −ρ(∇ · v)sem gjarnan er ritað á Lagrangian formiDρDt
= −ρ(∇ · v)Samfelldnijafnan fyrir ósamþjappanlegan vökva er

ρ(∇ · v) = 0
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Varðveisla skriðþungaSkiðþunginn er varðveittur:





Uppsöfnunskriðþunga
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Varðveisla skriðþunga

• Ef skoðuð er rúmmálseining

∆x∆y
∂

∂t
(ρu) = ∆y(p |x −p |x+∆x) + ρgx∆x∆y

+∆y(τxx |x −τxx |x+∆x) + ∆x(τyx |y −τyx |y+∆y)

+∆y(ρuu |x −ρuu |x+∆x) + ∆x(ρuu |y −ρuu |y+∆y)sem inniheldur� Þrýstingskrafta í x−stefnu� Þyngdarkrafta á rúmmálseininguna� Sveim skriðþunga vegna skerkrafta inn- og út úrrúmmálseiningunni� Straumburð (e. 
onve
tion) skriðþunga inn og út úrrúmmálseiningunni 13
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Varðveisla skriðþunga

• Látum nú ∆x og ∆y stefna á núll, þá er jafnan fyrir varðveisluskriðþunga í x−stefnu

∂ρu

∂t
= −

∂p

∂x
−

(

∂

∂x
(ρuu) +

∂

∂y
(ρvu)

)

−

(

∂

∂x
(τxx) +

∂

∂y
(τyx)

)

+ρgxog y−stefnu

∂ρv

∂t
= −

∂p

∂y
−

(

∂

∂x
(ρuv) +

∂

∂y
(ρvv)

)

−

(

∂

∂x
(τxy) +

∂

∂y
(τyy)

)

+ρgysem verður á vigurformi

∂(ρv)

∂t
= −∇p − [∇ · ρvv] − [∇ · τ ] + ρg
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Varðveisla skriðþunga

• Di�rum og notum samfelldni jöfnuna

ρ

(

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)

= ρ

DuDt
= −

∂p

∂x
−

(

∂τxx

∂x
+

∂τyx

∂y

)

+ ρgxsem er á vigurformi

ρ

DvDt
= −∇p − [∇ · τ ] + ρg

• Hrey�jafnan segir að lítil rúmmálseining, sem hrey�st með vökva,verður fyrir hröðun vegna krafta sem á hana verka

• Þetta er annað lögmál Newtonsmassi× hröðun = summa krafta
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Varðveisla skriðþunga

• Gerum nú ráð fyrir Newtonskum vökva

τxx = −2µ
∂u

∂x
+

2

3
µ(∇ · v)

τyy = −2µ
∂u

∂y
+

2

3
µ(∇ · v)

τxy = τyx = −µ

(

∂u

∂y
+

∂v

∂x

)

svo að skriðþungajafnan verður

ρ

DuDt
= −

∂p

∂x
+ρgx+

[

∂

∂x

(

2µ
∂u

∂x
−

2

3
µ(∇ · v)

)

+
∂

∂y

(

µ

(

∂u

∂y
+

∂v

∂x

))]
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Varðveisla skriðþunga

• Fyrir ósamþjappanlegan vökva þar sem

∂v

∂y
= −

∂u

∂xog seigjan er fasti fæst
ρ

DvDt
= −∇p + µ∇2

v + ρgsem er jafna Navier-Stokes.
17
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Varðveisla skriðþunga

• Í x−stefnu er jafna Navier-Stokes

ρ

(

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)

= ρ

DuDt
= −

∂p

∂x
+ µ

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)

+ ρg

• Ef áhrif seigju eru óveruleg þá er

ρ

DvDt
= −∇p + ρgsem er jafna Eulers
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Einingalaus framsetning

• Skilgreinum einingalausar stærðir

v∗ =
v

V
p∗ =

p − po

ρV 2
t∗ =

tV

D

x∗ =
x

D
y∗ =

y

D
z∗ =

z

Dog stingum inn í jöfnu Navier-Stokes í x−stefnu

(

∂u∗

∂t∗
+ u∗

∂u∗

∂x∗
+ v∗

∂u∗

∂y∗

)

=

−
∂p∗

∂x∗
+

(

µ

DV ρ

) (

∂2u∗

∂x∗2
+

∂2u∗

∂y∗2

)

+

(

gD

V 2

)

gx

g
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Einingalaus framsetning

• Þetta má rita

(

∂u∗

∂t∗
+ u∗

∂u∗

∂x∗
+ v∗

∂u∗

∂y∗

)

= −
∂p∗

∂x∗
+

1

Re

(

∂2u∗

∂x∗2
+

∂2u∗

∂y∗2

)

+
1

Fr

gx

g

• Svo að myndaðar hafa verið einingalausar stærðir

• Reynoldstala Re =
DV ρ

µ
=

ρV 2

µV/D
=

tregðukraftarseigjukraftar

• Froude-tala Fr =
V 2

gD
=

ρV 2

ρgD
=

tregðukraftarþyngdarkraftar

20
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Flæði um rör
R

∆ r
r

z

• Jöfnur fyrir lagskipt �æði í röri eru leiddar út útfráskriðþungajafnvægi
• Hér eru notuð sívalningshnit
• Gert er ráð fyrir lagskiptu �æði í röri af lengd L og radía R

• Gert er ráð fyrir að rörið sé mjög langt og að áhrif enda séuóveruleg

• Við skoðum sívala skel af þykkt ∆r og lengd L og metum framlagtil skriðþunga í z−stefnu eftir rörinu21
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Flæði um rör

• Skriðþunga�æði um sívallt y�rborð við r

2πrLτrz |r

• Skriðþunga�æði um sívallt y�rborð við r + ∆r

2πrLτrz |r+∆r

• Skriðþunga�æði um hringlaga y�rborð við z = 0

2πr∆rvz(ρvz)L |z=0

• Skriðþunga�æði um hringlaga y�rborð við z = L

2πr∆rvz(ρvz)L |z=L
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Flæði um rör

• Þyngdarkraftur sem verkar á sívala skel

(2πr∆rL)ρg |r

• Þrýstikraftur á hringlaga �öt við z = 0

(2πr∆r)p0 |z=0

• Þrýstikraftur á hringlaga �öt við z = L

(2πr∆r)pL |z=L

23
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Flæði um rör

• Sé þetta lagt saman fæst skriðþungajafnvægi

2πrLτrz |r −2πrLτrz |r+∆r +(2πr∆r)p0 |z=0 −(2πr∆r)pL |z=L +

2πr∆rvz(ρvz)L |z=0 −2πr∆rvz(ρvz)L |z=L +(2πr∆rL)ρg |r= 0

• Þar sem vökvinn er ósamþjappanlegur er hraðinn vz hinn samivið z = 0 og z = L og skriðþunga�æðið um hringlaga y�rborðiðstyttist út
• Deilum með 2πL∆r og laum ∆r stefna á núll

lim
∆r→ 0

(

(rτrz) |r+∆r −(rτrz) |r
∆r

)

=

(

p0 − pL

L
+ ρg

)

r

24
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Flæði um rör
• Þannig að

d

dr
(rτrz) =

(

P0 −PL

L

)

rþar sem P = p − ρgz

• Jöfnuna má tegra
τrz =

(

P0 −PL

2L

)

r +
C1

r

• Fastinn C1 verður að vera núll ef �æðið á ekki að verðaóendnanlegt við r = 0

• Skriðþungadrei�ngin er því
τrz =

(

P0 −PL

2L

)

r
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Flæði um rör

• Samkvæmt lögmáli Newton er

τrz = −µ
dvz

drþannig að

dvz

dr
= −

(

P0 −PL

2µL

)

r

• Tegrun gefur

vz = −

(

P0 − PL

4µL

)

r2 + C2

• Randskilyrðið vz = 0 við r = R gefur að

C2 =

(

P0 − PL

4µL

)

R2

26
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Flæði um rör

• Hraðadrei�ngin er

vz =

(

P0 − PL

4µL

)

R2

[

1 −
( r

R

)2
]

• Sem sagt, hraðadrei�ng lagskipts, ósamþjappanlegs �æðis í rörier lýst með �eygboga

• Flæðið Q er margfeldi þverskurðar�atarmáls og meðalhraða

Q =

(

P0 −PL

8µL

)

πR4

sem er nefnt lögmál Hagen-Poiseuille

• Það gildir ef �æðið er lagskipt eða Re < 2100 og vökvinn erNewtonskur 27
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Mæling seigju
• Aðferðir til að mæla seigju� Falltilraun Stokes� Mæling seigju með snúningspendli

28
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Falltilraun Stokes

• Gerum nú ráð fyrir stöðugu streymi um kúlu íósamþjappanlegum vökva
• Þegar kúlan hrey�st með jöfnum hraða í gegnum vökvann eruþað þrír þættir sem áhrif hafa á hrey�nguna� skriðseigja vökvans, µ� hraði kúlunnar, u� stærð kúlunnar, a

• Út frá þessum stærðum �nnum við ReynoldstölunaRe =
auρ

µ

29
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Falltilraun Stokes

• Stöðugt �æði svarar til þess að ∂v/∂t = 0. Sýna má að

(v · ∇)v ≈ v2/a í Navier - Stokes jöfnunni í grennd við hlutinn ogað seigjuliðurinn sé (µ/ρ)∇2
v ≈ νv/a2.

• Reynoldstalan er einingalaus stærð sem segir til um stöðugleikanní �æðinu og hvenær �æðið byrjar að vera iðustreymandi

• Ef Re ≪ 1 er liðurinn (v · ∇)v óvera

• Í þeim lið tilraunarinnar þar sem kúlur eru látnar falla hægt ívökva sem er mun seigari en vatn má ætla að Re ∼ 10−3 − 10−2þannig að jafnan verður línuleg hluta�eiðujafna sem leyst er meðtilheyrandi randskilyrðum fyrir kúlu og við höfum skrið�æði (e.
reeping �ow).
30
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Falltilraun Stokes

• Jafna Navier-Stokes er einfaldlega

µ∇2
v −∇p = 0

• Hraðadrei�ngin hefur randskilyrðin vr = vθ = 0 við y�rborðkúlunnar

31
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Falltilraun Stokes

• Einföld leið til að mæla seigju vökva er að sleppa kúlu í gegnsættrör sem inniheldur vökvann

• Ef rétt er staðið að nær kúlan tilteknum lokahraða u∞

• Með því að ákvarða þennan lokahraða má ákvarða seigju vökvans

• Jafnan
µ∇2

v −∇p = 0er leyst til að �nna hraðadrei�nguna og þar með kraftana sem ákúluna verka
• Viðnámskrafturinn sem út úr þessari jöfnu fæst er ge�nn með[1, 2, 3℄

Fk = 6πµau∞sem er lögmál Stokes. 32
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Falltilraun Stokes

• Uppdrifskrafturinn er
Fs =

4

3
πa3gu∞(ρkúla − ρolía)

• Summa kraftanna sem á kúluna verkar er núll eða

Fþyngdar + Fuppdrif + Fviðnám = 0

• Þessa staðreynd má síðan nota til að �nna eðlisseigju vökvans, efhraðinn er þekktur
µ =

2ga2(ρkúla − ρolía)

9u∞þar sem a er radíi kúlu, D er innra þvermál bikars og u∞ erlokahraði kúlu. 33
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Falltilraun Stokes

• Viðnámskraftinn þarf að leiðrétta fyrir áhrifum tregðukrafta [3℄

Fk = 6πµau∞

[

1 +
3

16

Re− 19

1280

Re2 + ...

]

• Til að taka tillit til áhrifa veggjar sívalningssins þarf að leiðréttameð Faxén og Ladenburg liðnum

µ0 = µ
{

1 −
[

2.104
( a

D

)

−2.09
( a

D

)2

+ 0.95
( a

D

)4
]}

Ef a/D < 0.01 er leiðréttingin óveruleg
34
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Falltilraun Stokes

Framkvæmd tilraunar

• Olíunni er komið fyrir í 2000 ml mæliglasi af gerðinni PyrexB.S.604.

• Mældur er fallhraði lítilla málm- og glerkúlna með þekkt þvermálog eðlismassa. Hraðinn er ákvarðaður með því að mæla tímannsem það tekur kúlurnar að falla tiltekna vegalengd.35
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Falltilraun Stokes

Framkvæmd tilraunar1. Mælið eðlismassa olíunnar2. Finnið eðlismassa og radía kúlna3. Leiðið út jöfnu fyrir seigju olíu sem fall af fallhraða kúlna4. Mælið fallhraða kúlna í olíunni, hver er Reynoldstalan ? Ernálgunin réttlætanleg ?5. Reiknið seigju olíunnar6. Skipta tregðukraftar máli eða skiptir Faxén og Ladenburgliðurinn máli ?
36
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Mæling seigju með snúningspendli

• Skoðum nú hina þrjá þætti Navier - Stokes jöfnunnar ísívalningshnitum. Viljum �nna vφ.

• Gerum nú ráð fyrir að vr = vz = 0 og ∂/∂φ = 0 þar eð ekki eruhringstraumar.
• Fyrir langt ke�i er ∂/∂z = 0. Þegar þetta er sett inn stendur eftirein jafna

∂vφ

∂t
= ν

(

∂2vφ

∂r2
+

∂2vφ

∂z2
+

1

r

∂vφ

∂r
−

vφ

r2

)

og einnig með innsetningu á u = rvφ fæst
∂u

∂t
= ν

(

∂2u

∂r2
+

∂2u

∂z2
−

1

r

∂u

∂r

)

37
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Mæling seigju með snúningspendli

• með spennuþinilinn

σrφ = µ

(

∂vφ

∂r
−

vφ

r

)

= µ

(

1

r

∂u

∂r
−

2u

r2

)

• Almennt er dempuðum snúningspendli lýst með jöfnunni

Iφ̈ = −kφ + τ(µ, φ) = −kφ − bφ̇þar sem I er hver�tregða ke�is og skífu, k er vægisstuðull vírsinsog τ(µ, φ) er dempunarliður sem stafar af seigju.

• Lausn þessarar jöfnu fyrir ódempað ke�i hefur horntíðni

ω =
2π

T
=

(

k

I

)1/2

38
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Mæling seigju með snúningspendli

• Þegar dempun

γ =
b

2Ier tekin með er svei�utíminn

ω0 =
2π

T0

=
(

ω2 − γ2
)1/2

• Þessar jöfnur þarf að leysa tölulega og er hentugt að gera það ítvívíðu neti

φ

j

i

M

M2

M1
1

1
N139
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Mæling seigju með snúningspendli

• Útslag snúningspendils sem fall af seigju í 
Poise fyrir nokkurmismunadi ke�i 40
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Mæling seigju með snúningspendliÞetta skapar þrjú tilfelli lausna:

• Undirdempuð svei�a ω2 − γ2 < 0 með lausn

φ(t) = A exp(−γt) cosω0t

• Markdempuð svei�a ω2 − γ2 = 0 með lausn

φ(t) = A exp(−γt) + B exp(−γt)

• Y�rdempuð svei�a ω2 − γ2 > 0 með lausn
φ(t) = A exp(−(γ + ω0)t)Undirdempaða svei�u viljum við skoða nánar með mælingum.
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Mæling seigju með snúningspendli

• Vægisstuðull vírsins, k, er fengin með því að ákveða svei�utímafyrir þekktar hver�tregður. Með því að �nna mismunhver�tregða tveggja ke�a má síðan reikna k, Þannig fæst

k = 4π2 I1 − I2

T 2
1 − T 2

2Hver�tregða pendúls nr. i er þá rituð

I0 + Ii = k
( τi

2π

)

þar sem i = 1, 2, 3.
42
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Mæling seigju með snúningspendli

• Snúningspendúll sá er notaður er við mælinguna er í raun vír semí er fest kasthjól.

• Í kasthjólið er síðan festur vísirinn sem bendir á svei�uhorn þaðsem sýnir snúning pendúls.

• Neðan í vírinn má síðan hengja sívalninga eða ke�i af nokkrummismunandi stærðum og þyngdum.43
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Mæling seigju með snúningspendli

• Við mælingu á seigju eru ke�i látin snúast í bikar sem í er olía.

• Til að ákvarða vægisstuðul vírsins var fyrst mælt með tveimurmismundi sívalningum án þess að olía væri til að dempa svei�una.Þekkt er að hver�tregða gegnheils sívalnings er I = (1/2)MR2.

• Til að fá réttan massa á sívalning þarf að draga frá massastangar sem við hann er fest. 44
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Mæling seigju með snúningspendli

Framkvæmd tilraunar1. Komið ke�i fyrir í olíunni2. Snúið ke�inu um -360◦, sleppið og mælið útslag fyrstu svei�unnar3. Lesið eðlisseigju af gra� frá framleiðanda tækis og reiknið seigjuolíunnar4. Endurtakið fyrir samtals þrjú mismunandi ke�i5. Ákvarðið vægistuðul vírsins (notast í tölulegum reikningum)
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